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あらまし 単純パーセプトロンは入出力パターンに

同じバイアスを加えた場合に容量は発散することが示

されている．今回我々は，入出力パターンに異なるバ

イアスを加えた解析を行い，記憶容量は入力のバイア

スには依存せず，出力のバイアスのみに依存すること

を示した．
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1. ま えが き

ニューラルネットワークは，最適化問題，画像修復，

誤り訂正符号，学習機械等の問題に応用されており，

その基本素子 1 個の限界を調べることは重要である．

単純パーセプトロン [1]は素子のモデルの一つであり，

パターン分類を行う働きをもっている．

単純パーセプトロンの分類できるパターン数の上限

（正確には入力素子数の割合）を容量という．単純パー

セプトロンは入力パターンにバイアスを加えた場合

には，容量が発散することなどが Gardner [2]によっ

て示されている．しかし，Gardnerの理論では入力パ

ターンと出力に同じバイアスを仮定しており，バイア

スの取扱いが限定されている [2], [3]．

本論文では，入出力パターンの両方に異なったバイ

アスを加えた場合を扱い，容量のバイアス依存性につ

いて議論する．

2. 定 式 化

結合荷重 J1, J2, · · · , JN を通して，N 個の入力

x1, x2, · · · , xN を受けて，次式に従う y を出力する単

純パーセプトロンを考える．

y = sgn
(

1√
N

∑
j

Jjxj − θ
)

(1)

ここで，θはしきい値，sgn()は符号関数である．更に，

Jj は規格化条件
∑

j
J2j = N を満たしているものと

する．この単純パーセプトロンは x ∈ {+1,−1}N �→
y ∈ {+1,−1} という写像を実現できる．ある p 個の

パターン対 (�µ, σµ), µ = 1, · · · , p が与えられたとき
に，すべての �µ �→ σµ という写像を式 (1)で再現す

ることができる (J , θ) が存在するか否かという問題

を考える．今，p = αN とおいて p 個の入出力が正し

く再現できるのはすべての µ で，

σµ
(

1√
N

∑
j

Jjξ
µ
j − θ

)
> κ (2)

となるときである．ここで，κ > 0 は入力の誤りを許

容するマージンである．また，入力パターン �µ と出

力 σµ はそれぞれ次式の確率で生成する．

P (ξµ
j ) =

1 + m

2
δ(ξµ

j − 1) +
1− m

2
δ(ξµ

j + 1)

(3)

P (σµ) =
1 + n

2
δ(σµ − 1) +

1− n

2
δ(σµ + 1)

(4)

ここで，−1 < m, n < 1 はそれぞれ入力と出力のバ

イアス，δ(·) はデルタ関数である．正しく入出力関
係を再現できる限界の記憶率 α を容量 αc という．

m = n = 0 のときは，容量が αc = 2 までパターン対

の写像を再現する (J , θ)が存在することが知られてい

る [2], [4]．m = nとした場合は，容量は |m|に単調に
増加し，|m| → 1 の極限で αc = − 1

(1−|m|) log(1−|m|)
と発散することが知られている [2]．しかし，パターン

対のバイアスが入力 �µ と出力 σµ で同じであると仮

定しているため，入力バイアスと出力バイアスのどち

らの影響によるかを区別できない．そこで本論文では，

m 
= n の場合について議論する．

3. 理 論

結合荷重 J の体積 V の α依存性から容量を求める．

体積 V は入力パターン及び出力に依存するため，入力

パターン及び出力の分布についての平均 < · >をとり，

レプリカ法により < log V >= 1
ñ
log < V ñ > (ñ →

0) を評価することにより計算する．体積 < V ñ > は

次式のようになる．

< V ñ >

=
〈∏

α

∫ (∏
j

dJα
j

)
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レ タ ー

×
{∏

µ

Θ
(
σµ

[
1√
N

∑
j

Jjξ
µ
j − θ

]
− κ

)}

× δ
(∑

j

(Jα
j )
2 − N

)〉

×
[∏

α

∫ (∏
j

dJα
j

)
δ
(∑

j

(Jα
j )
2 − N

)]−1

(5)

ここで，Θ(x) は x > 0 で 1，x ≤ 0 で 0をとる階段

関数である．次に，レプリカ間の結合荷重の相関を表

す変数 qαβ を導入する．

qαβ =
1

N

∑
j

Jα
j Jβ

j (6)

更に，レプリカ対称性 qαβ = q を仮定すると，
あん

鞍点法

により体積は次のように評価できる．

< V ñ >∝ exp
(

Nñ ext G(q, v)
)

(7)

ここで，

G(q, v)

= α


1 + n

2

∫
Dt logH




κ − mv√
1− m2

+ t
√

q

√
1− q




+
1− n

2

∫
Dt logH




κ + mv√
1− m2

+ t
√

q

√
1− q







+
1

2
log(1− q) +

q

2(1− q)
(8)

である．また，ext は q に関して最小値をとり，v に

関して最大値をとる演算子を表し，ñ はレプリカ数，

v は各レプリカの結合荷重の平均値及びしきい値に関

する量，H(x) =
∫ ∞

x
Dt，Dt = (2π)−1/2e−t2/2dt を

表す．式 (7)は，次の鞍点方程式から得られる鞍点に

より評価できる．

∂G

∂q
=

∂G

∂v
= 0 (9)

今，体積が < V ñ >→ 0 となる場合とは，q → 1 と

なるときであることに着目すると，式 (9)の鞍点方程

式で q → 1 の極限をとって得られる，

α−1
c =

1 + n

2

∫ ∞

mv−κ√
1−m2

Dt
(

κ − mv√
1− m2

+ t
)2

+
1− n

2

∫ ∞

−mv−κ√
1−m2

Dt
(

κ + mv√
1− m2

+ t
)2

(10)

を解くことにより記憶率 α が求まる．ただし v は，

1 + n

2

∫ ∞

mv−κ√
1−m2

Dt
(

κ − mv√
1− m2

+ t
)

=
1− n

2

∫ ∞

−mv−κ√
1−m2

Dt
(

κ + mv√
1− m2

+ t
)

(11)

を解いて得る．

4. む す び

マージンがない場合，すなわち κ = 0 のときは，

mv/
√
1− m2 → m と置き直すことにより，

α−1
c =

1 + n

2

∫ ∞

v

Dt
(
−v + t

)2

+
1− n

2

∫ ∞

−v

Dt
(

v + t
)2

(12)

を得る（図 1）．同様に，v は次式で与えられる．

1 + n

2

∫ ∞

v

Dt
(
−v + t

)

=
1− n

2

∫ ∞

−v

Dt
(

v + t
)

(13)

このように，κ = 0 では容量 αc は入力バイアス

m には依存せず，αc = αc(m, n) = αc(n) となり出

力バイアス n にのみ依存することがわかった．また，

n → 1 の極限では，αc = − 1
(1−|n|) log(1−|n|) となる．

図 1 κ = 0 での容量 αc の出力バイアス n 依存性
Fig. 1 The dependence of the capacity αc

on output-bias n at κ = 0.
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